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Resumen

Se llama problema de Procrusto a la clase de todos los problemas

de la forma
min ||AX — BJ2
(1
XeD
dénde A, B € R™*"™, m > n, D C IR™". Este problema ha sido
resuelto para distintas estructuras de matrices en D, simétricas [4],
simétricas y definidas positivas [3], persimétricas [1], Toeplitz [2]. Van
Loan y Pitsianis [7] han resuelto una variante sobre este empleando pro-
ductos de Kronecker en lugar de producto habitual de matrices. En este
trabajo nos proponemos resolver un problema de Procrusto en particu-
lar, consiste en hallar una matriz Z € IR™*" que minimice la norma

|K — (2T & Z)|2 para K € IR™*"* matriz simétrica dada. Una vez

presentado el problema se caracterizaran las soluciones del mismo.

Keywords: Problema de Procrusto, Sumas de Kronecker.

1. Introduccion

Nos proponemos resolver el siguiente problema de Procrusto

min ||K — (ZT @ Z)|3
ZeD '

(2)
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Se quiere hallar Z € IR™" que minimice la norma para una matriz simétrica

dada K € R™>*"" |

Definicion 1 (Producto de Kronecker) [5] Dadas X € IR™ ™ e Y € IRP*? se
define el producto de Kronecker de X porY como X ® Y = (x;;Y) € R™P*™

El producto de Kronecker no es conmutativo, pero existe una matriz P tal que

PT = P~ [6] que satisface
(X®Y)=Pl(Y ® X)P.

Ello, junto a la invariancia de la norma de Frobenius para el producto por
matrices ortogonales, seran herramientas fundamentales para caracterizar las

soluciones del problema (2).

Definicién 2 (Suma de Kronecker) [5] Dadas X € R™™ e Y € R™" se

define la suma de Kronecker de X eY como

Finalmente, sea vec(X), transformacién que aplicada a una matriz apila sus

columnas, de modo que
si X € R™" entonces vec(X) =z € R™.

2. Caracterizacion de las soluciones.

Interesa resolver el siguiente problema de optimizacién
{mm K — (27 & 2)|2, 3)

donde K € IR”QX"2, Z € IR™". Escribiremos la funcién objetivo en términos

de los elementos z;; de la matriz Z. Para ello los ordenaremos en la misma
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forma en que resultan ordenados al vectorizar la matriz Z, como componentes
del vector vec(Z).

K- (Z"e2)f = |K-((Z"e )+ @ 2));

2

— H( ZT®I)> (;K—(I®Z)>

F

2

—(I®Z) .

e

+2Tr ( ;K —(Z"® I))T (;K -(U® Z)))

2

1 : 1
_ HQK— (7" + HQK—PT(Z@)I)P

12Ty ((;K (e I)>T (;K _P(Ze I)P)>

2

ZT

1
4 HPT <2PKPT (Z® I)) P

5 -

12Ty ((;K (e I))T (;K _P(Ze I)P))

2

1
— HQK —(Z"®1)

| (% - @en)

F
1 T T T
2Ty (2K (7T I)) (2K _PT(Zw I)P) |
Desarrollamos cada uno de los términos en la iltima expresién. Para ello
consideraremos a la matriz K & IR”QX”2, particionada en bloques Kj;;, cada

uno de los cuales es una matriz n X n, de modo que

1
SKi;—(Z"®1),

n n

5

Fooj=1i=1

n

Z

=1

2

H;K _(Z"eI)

ij n
Y cada uno de los sumandos

2 1 T N
o= Tr <2Kij—zjz-fn) <2Kz‘j_zji-[n>

— iTr (K" Kij) = ;zﬁTr (k") - ;zﬁTr (K;;)

1
H2Kij — 2jiln

+ (zﬂ) Tr(l, K” — z;iTr (Kij) +n (zjl-)2 )

=il
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Por lo tanto

1 2 n n 1 2
sx-ren| - 335K~ (2
j=11i=
n n 1
= 23 (Il - (2,07 () + 0 (2),)°)
j=1i=1
1 n n n n n n
= ZZ ZHKUHi - Z Z(Z)jiTT (Kij) + nz Z ((Z)ji)2
Jj=1i=1 j=1i=1 j=1li=1
1 n n n n
= I - Y (), 0 (0) + 2
Jj=1i=1 j=1li=1

De manera similar

3% - = TSI — 3 ST (Ry) + nl 215
] 1i=1 j=14i=1
ya que
SOY KGR = KIS0 S IRl = K
j=1i=1 j=1i=1
y
|1 = I1PEPTE = K|
Entonces
1 T | 5
35— @ @n| = IKE - S et () +lZIE @)
j=1l1i=1
1 n n "
|3h-en| = {IKE- S T (k) +alzE @)
j=11i=1

Para el tercer término
1 T 4 1 T
Tr (2K (e I)> (2K _P(Ze I)P)
= 1||Ky|2 ~Lp (K" (P"(Zz21)P)) - Loy (2" 2 D"K))
41E 2

+7r (2o 1) P)Y(PT(Z 2 T)P)).
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Veamos que

;TT (2" N"K)) = ;Tr((mf ; r((Ze DK),;)
= —Z Tr <Z (Z® I)jiKij>
n 127
= —Z Tr <§:1 Z]iI)Kij> = izzzﬁTT (K)

j=14i=1

Ademas
;tr (K" (PT(zo 1)P)) = ;Tr (P"PKTP"(Z& I)P)
- ;TT (P" ((PK"P")(Zz@ 1)) P)
— ;Tr ( (PKTPTY(Z ® 1)) = ;Tr (f(T(Z ® 1))
= ;TT< Z@NK") = ZZZ”TT

1,1_]1

Tr((ZeD'P)(ZoD)P)) = Tr((ZeD"(P"(Ze1)P))
= Tr((Z"e(e2)="Tr(2"®Z)
= Tr(Z").Tr(Z) = (Tr(Z))*.
Luego,

Tr ((;K (e 1))T (;K _ Pz 1)P)>

= QKIS YT () — 335 () + (1 ()

21]1

Finalmente, teniendo en cuenta que la matriz K es simétrica

K- (Z" 2 2); = ( K7 — ZZ%TT ij +n||Z||2)

j=11=1
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1 n n “
+ (4||KH§ =T () + nlllei)

j=14i=1

1 n n
+§HKH§ = > > il (Ky)

i=1j=1
=33 wTr (K5i) +2(Tr(2))?
i=1j=1
= ”K”i — 22 Z (ZjiTT (Kl]) + ZijTT’ (IA(],L> — TlZijQ)
i=1j=1

n 2
i=1

El problema (3) queda expresado en términos de los z;; como sigue:

n o n n 2
{ min HKH% - 22 Z (ZjiTT (KZ]) + ZijTT' (Kﬂ> — nzl-j2) + 2 <ZZ’”> .
i=1j=1 =1

(6)

El siguiente teorema caracteriza las soluciones de (6).

Teorema 1 Para cada matriz simétrica K, la unica solucion del problema (6)

estd dada por Z* € IR™"

Tr(Ky) + Tr(Kj o
a ’); ) i#J
n

Z*ij =
n (TT’(KZZ) + TT<KM>> - TT(K) . .
) 1=

2n2
Demostracion

Se trata de minimizar la funcién definida de IR™ en IR, dada por

n

Pzt 2ot zan) = KNG =203 (2Tr (Ky) + 2Tr (Kji) = nzy”)

i=1j=1

n 2
i=1

La condicién necesaria para este problema es
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0 N
Zij
¢ =4nz; — 2 (T (Ki) +Tr ( )) ZZ“ = i=7. "
0z 0
Luego, para i # j es
TT(KZ'J') + TT(Kﬂ)
Zij = on .
Para ¢ = j, veamos que sumando parat=1,...,n
0 = ; 92 = 2 (4nzu -2 (T?" (Ki) +Tr ( zz)) +4 (Zz“>>
= 4nZz“—22< (K”)—i—Tr )—1—47122”,
=1
por lo tanto
8n>" zi =2 (Tr(K) + Tr(K)),
i=1
y entonces
S~ (Tr(K) +Tr(K))  2(Tr(K))  Tr(K) .
Z’L"i = = = .
— 8n 4dn 2n
Reemplazando (8) en (7) resulta para cadai=1,...,n

n (Tr(Ki) + Tr(Kq)) - Tr(K) |

2n?

Rii =

Las derivadas parciales segundas son para i # j

PP
= 4n.
6211‘]‘2 "
Para todo i, j
82
Y _o.
8zij0zst
Mientras que para i = j,
0P
=4 4.
92,7 n -+
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El Hessiano para el problema es una matriz de orden n?, con la siguiente

estructura
dn+4 0 o --- 0 4 0 0 0 4
0 4n o --- 0 0 0 0 0 0
0 0 4n o --- 0 0 0 0 0
0 0 0 4n 0 0 0 0 0
H = 4 o --- 0 0 4n+4 O o --- 0 4
0 o --- 0 0 0 4n 0 o --- 0
0 0 --- 0 0 0 0 4n 0 0
0 o --- 0 0 0 0 0 4n 0
4 o --- 0 0 4 o --- 0 0 4n+4

Debe tenerse en cuenta la forma en que fueron ordenados los z;; como variables
del problema. Se demostrara que H es definida positiva analizando el signo de
los menores de dicha matriz.

Sea [Myg] un menor deorden ky 1 <t <n. Si (t—1)(1+n) <k <t(n+1)—1,
entonces

[My] = 4%+ (n + t)n”,

que es siempre positivo ya que n y t son valores naturales. Luego el Hessiano

es definido positivo y Z* es un minimizador de (6).

3. Posible Aplicacion.

Supongamos que queremos obtener una aproximacion cuadratica para

una funcién matricial F : IR™*" — IR™*", es decir

Q(A) = ATAA + B"A + ATB,
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donde A, A y B son matrices en IR"*". Es necesario, en este caso, contar con
matrices que aproximen en algin sentido a las derivadas primera y segunda
de F, ya que la no conmutatividad del producto de matrices hace imposible
aislar las derivadas a partir de los correspondientes diferenciales de Fréchet,
DF(X,A).

De la vectorizacién de la aproximacién cuadratica resulta
vec(Q) = wec (ATAA +BTA + ATB) 9)
= vec (ATAA> + vec (BTA + ATB> (10)
= wvec (ATAA) + <(BT o)+ (I® B)) vec(A). (11)

Es posible obtener la llamada forma de Kronecker de la derivada de Fréchet.

Higham [5] demuestra que
vec(DF (X, A)) = K(X)vec(A), (12)

para alguna matriz K(X) de dimensién n? x n?, independiente de A, llamada
forma de Kronecker de la derivada de Fréchet de F.

Si observamos la vectorizacién de la parte lineal de Q, segundo término en
(12), es razonable hallar una matriz simétrica Z tal que ((ZT I+ (I® Z))
aproxime a K (X), entonces dicha matriz Z seria la aproximacién de la derivada
primera. Proponemos hallar la matriz que aproxima a la derivada primera

como solucién de

{min KO - (270 22 (13)
4. Conclusiones.

Hemos resuelto el Problema de Procrusto que involucra Sumas de Kro-
necker y se sugiere una posible aplicacién para dichos resultados. Precisamente
el estudio de tal problema de optimizacion ha sido motivado por la necesidad
de buscar una aproximacién de las derivadas para funciones matriciales, es de-

cir como parte de la soluciéon de un problema més general. Aun resta analizar
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la cuestion desde el punto de vista numérico y verificar si la aproximacién es

conveniente, asi como también encontrar la forma de aproximar la derivada

segundo orden.
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