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Resumen. En este trabajo damos una prueba completa de la caracteri-
zacion de las secuencias normales como aquellas incompresibles mediante
ciertos autématas de estados finitos con output, los compresores de esta-
dos finitos sin pérdida de informacién. Para esto definimos una familia de
codificadores que utilizan la técnica de codificacién aritmética y son pro-
ducidos por autématas finitos, mostramos que la incompresibilidad por
compresores de estados finitos sin pérdida de informacién equivale a la
incompresibilidad por codificadores aritméticos de estados finitos y que
esta ultima a su vez equivale a la normalidad. Usando estos resultados
obtenemos una prueba sencilla del Teorema de Agafonov sobre la preser-
vacion de la normalidad en la seleccién de subsecuencias via autématas
finitos.

1. Introduccion

Borel definié en 1909 [Bor09] la normalidad utilizando un enfoque combi-
natorio, tomando como normales a las secuencias que estan estadisticamente
balanceadas, una propiedad esperada en una secuencia aleatoria. Por otro lado,
Kolmogorov caracterizé a las secuencias aleatorias como aquellas cuyos prefijos
iniciales son incompresibles por compresores computables [LV08, Nie09]. En este
trabajo reforzamos el vinculo entre las nociones de aleatoriedad de Kolmogorov y
normalidad, esta dltima una forma débil de aleatoriedad, mostrando que ambas
se pueden definir en términos de incompresibilidad.

La equivalencia entre normalidad e incompresibilidad mediante compreso-
res de estados finitos sin pérdida de informacién es un hecho conocido, pero su
prueba se encuentra fragmentada en varias publicaciones. De la conjuncién de
resultados en [SS72, DLLM04, BHV05] se puede concluir que una secuencia es
incompresible mediante compresores de estados finitos si y sélo si su dimensidn
de estados finitos es 1, una condicidon que a su vez equivale a normalidad. Be-
cher y Heiber [BH12| formularon en 2012 una prueba elemental y directa de la
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relacion entre normalidad e incompresibilidad. Como corolario de este resultado
obtuvieron, a su vez, una demostracién del Teorema de Agafonov sobre la pre-
servacién de la normalidad en subsecuencias elegidas por medio de autématas
finitos, cuya exposicién original en 1968 [Aga68] no estd acompainada por una
prueba completa.

En este trabajo damos otra prueba de la caracterizacién de la secuencias nor-
males como aquellas incompresibles. En primer lugar presentamos una familia de
compresores producidos por autématas finitos que usan la técnica de codificacién
aritmética, similares en su construccion a las cadenas de Markov estacionarias y
a las martingalas basadas en autématas finitos. Luego mostramos que el conjun-
to de secuencias incompresibles es el mismo para ambos. Finalmente, probamos
que las secuencias normales son exactamente aquellas incompresibles por nues-
tros codificadores aritméticos. En el Apéndice B mostramos cémo ese resultado
puede usarse para construir una prueba sencilla del Teorema de Agafonov, en la
cual se puede apreciar la conveniencia de los codificadores aqui presentados por
sobre los compresores de estados finitos. Los Apéndices A y C contienen algunas
demostraciones y una breve resena sobre la codificacién aritmética, respectiva-
mente.

2. Preliminares

Notaciéon. Denotamos con A a un conjunto finito de al menos dos elementos que
usamos como alfabeto. Los conjuntos de cadenas finitas e infinitas construidas
con simbolos de A son A* y A%, respectivamente. En general llamamos “cadenas”
a los elementos del primer conjunto y “secuencias” a los del segundo. Escribimos
A\ para denotar la cadena vacia. El conjunto AT contiene todas las cadenas
excluyendo la vacfa, es decir AT = A* \ \. Si k es un entero no negativo, A<* y
A=F representan los conjuntos de cadenas en A* que tienen menos de k simbolos,
en el primer caso, y a lo sumo k£ simbolos, en el segundo. Para nombrar elementos
particulares de estos conjuntos usamos letras del alfabeto latino comenzando en ¢
en el caso de simbolos de A y en v si se trata de cadenas. Para nombrar secuencias
usamos letras griegas comenzando en a. Si v,w € A* y a € A“, representamos
con vw € A* y va € A¥ a la cadena y la secuencia obtenidas por concatenacién
de v con w y con «, respectivamente. La concatenacién de una cadena consigo
misma n € Ny veces es v™, con v" ! = 10" y v° = X, y v* es la secuencia que
se obtiene concatenando infinitas veces v, v* = vv*. La longitud de una cadena
w es |w| e |I] es la medida del intervalo real I. La expresién wli..j] representa la
subcadena de w que comienza con el elemento i-ésimo y termina con el j-ésimo,
inclusive, si 1 <7 < j < |w|, y si no denota la cadena vacia. De la misma manera
ali..j] es una subcadena de a que es igual a A si ¢ > j. Cuando escribimos wli] y
ai] nos referimos al i-ésimo elemento de aquella cadena o secuencia. Para contar
la cantidad de apariciones de v en w usamos la funcién occ : A* x A* — N, con
oce(v,w) = [{i: v =wli..i + |v| — 1]}

Normalidad. Comencemos recordando la definiciéon de normalidad.
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Definicién 1 (Definicién 4.1, paginas 87—88, y Teorema 4.5, paginas

91-93, [Bugl2]). Sea o € A“. La secuencia o es simplemente normal si y sdlo

si las frecuencias de los simbolos en « respetan la ley de los grandes niumeros,

es decir, tales frecuencias existen y coinciden. Para todo ¢ € A debe cumplirse
occ 1.

o ocele,allnl)

n— oo

= |AI

Una secuencia es normal si y sélo si todos los blogues de simbolos de la misma
longitud, cualquiera sea ésta, son igual de frecuentes en a en el limite. Formal-
mente, para todo w € A*
occ(w, all..n
- oce(w,alln))

n—oo

= Al

Para un natural arbitrario k, es posible vincular cada secuencia o € A% con
una secuencia 3 € (A*)¥ tal que para todo i se verifique af(i—1)k+1..ik] = f]i].
A lo largo de este trabajo llamaremos cambio de alfabeto a esta relacién. Si
A={0,1,...,n} para algin n, un cambio de alfabeto es un cambio de base via
potenciacién. Por ejemplo, si A = {0,1}, k = 2 y « es la secuencia que comienza
con cero y siempre alterna digitos, 8 es simplemente la repeticién infinita del
simbolo 01.

a=010101... 5=010101...

La normalidad es invariante bajo cambios de alfabeto.

Teorema 2 (Teorema 4.4, [Bugl2], pdginas 90-91). Sea k un ndmero na-
tural, o € A y B € (AF)¥ obtenida a partir de o mediante un cambio de
alfabeto. o es mormal si y solo si B es normal.

Los cambios de alfabeto también son utilizados en otras caracterizaciones de
la normalidad.

Teorema 3 (Teorema 4.2, [Bugl2], piginas 88—89). La secuencia o € A¥
es normal si y sélo si para toda k € N la secuencia ay € (AF)¥, vinculada con
«a por un cambio de alfabeto, es simplemente normal.

Compresores de Estados Finitos. Los compresores de estados finitos, defi-
nidos originalmente por Huffman en 1959 [Huf59], son autématas finitos cuyas
transiciones tienen asociada una cadena de salida ademas de un simbolo de en-
trada. Cada compresor denota una funcién que a cada cadena de entrada le
asigna una cadena de salida.

Definicién 4. Un compresor de estados finitos es una tupla (Q, Ar, Ao, d, v, qo)
donde @Q es un conjunto no vacio de estados, A; y Ao son los alfabetos de
entrada y salida, respectivamente, 0 : Q X Ay — Q es la funcion de transicion,
v:Qx A — Ao™ es la funcidn de salida y qo € Q es el estado inicial. Nos
referimos a ellos como FSC por su nombre en inglés, finite-state compressors.
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Cuando un compresor C' lee una cadena se traza un recorrido sobre C' del mis-
mo modo que en un autémata finito sin salida [HMUOQ7], acumulando ademds
las cadenas de salida de las transiciones usadas. Extendemos las funciones de
transicion y de salida para, dado un estado inicial, poder asociar cada cadena
finita de simbolos del alfabeto de entrada con el estado final y la cadena produ-
cida tras alimentar al compresor con aquella. Se definen §* : Q X A;" — Q' y
v iQ x At — Ap™ como

6"(¢,;A) = q v (g, \) = A
5" (g, we) = 6(6%(q, w),c) V(g we) = v (g, w)v(6* (g, w), c).

Con frecuencia usamos estas funciones considerando el estado inicial gy, por lo
que definimos la notacién més abreviada §*(w) = §*(qo, w) y v*(w) = v*(go, w).
La funcién de compresién denotada por un FSC C' es entonces C'(w) = v*(w).

Restringiremos nuestro estudio a compresores en los que es posible la des-
compresion.

Definicién 5. Decimos que FSC C no tiene pérdida de informacién (o que C
es un ILFSC, por information-lossless FSC) si la funcidn w — (6*(w), C(w)) es
nyectiva.

Para un compresor C' con alfabetos de entrada y salida con igual cardinalidad,
decimos que una cadena w es compresible por C' si |C(w)| < |w|. En general,
para alfabetos arbitrarios es necesario considerar un factor por el cambio de
alfabeto. Dado un FSC C cualquiera, una cadena w se dice compresible por C
si |C(w)| < |w|log| 4, [A1]-

Extendemos la nociéon de compresibilidad a secuencias infinitas y defini-
mos para ellas una medida de la compresibilidad alcanzable con esta familia de
autématas, generalizando las definiciones de [DLLMO04] a alfabetos arbitrarios.

Definicién 6. Si C es un FSC con alfabetos de entrada y salida A; y Ao,
respectivamente, y « € A%, decimos que la tasa de compresion de C sobre o es

Lo |C(a[l..n])]|
o) =liminf ————
pc(a) n—roo nloglAO||AI|

La tasa de compresién con estados finitos de o € A;® es
prs(a) = inf{pc(a) : C es un ILFSC con alfabeto de entrada Ay}.

Una secuencia infinita es compresible por C' si y sélo si la tasa de compresién de
C sobre ella es estrictamente menor que 1. Decimos ademds que una secuencia
infinita es compresible si su tasa de compresién con estados finitos es estricta-
mente menor que 1, e incompresible si no.

Seleccién. Un selector de estados finitos puede ser visto como un compresor
de estados finitos muy sencillo. Si tras la lectura de un prefijo de la cadena de
entrada se llega a un estado selector, el préximo simbolo se agregara a la cadena
de salida. De lo contrario, la cadena de salida no sera afectada al atravesar la
préxima transicion.
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Definicién 7. Un selector de estados finitos es una tupla S = (Q, A, d,Qs, qo)
donde @ es un conjunto no vacio de estados, A es el alfabeto de entrada, la fun-
cion de transicion es § : @Qx A — Q, Qs C Q es el conjunto de estados selectores,
qo € Q es el estado inicial y no existen en S ciclos sin estados selectores.

La funcién de transicién puede ser extendida a §* : Q x A* — @ como se hizo
con la de los compresores de estados finitos. Definimos la funcién de seleccién
os:Q x A* — A* producida por el selector de estados finitos S como

Us(qv )\) =A

US((LU))C s 5*((],“}) € QS
gs (qa wc) = .
os(g,w) sino
Para la funcién de seleccion que comienza desde el estado inicial de S usamos la
notacién S(w) = og(qo, w).

Codificacién Aritmética. La codificacién aritmética [WNC87, Sai04, Mac03]
es una técnica de compresion que garantiza cédigos de longitud 6ptima con
respecto al conjunto de todas las codificaciones univocamente decodificables po-
sibles. Aqui nos limitaremos a fijar la notacién para los elementos necesarios para
construir un codificador aritmético dado un modelo probabilistico de la fuente.
En el Apéndice C incluimos una descripcién sobre esta técnica de compresion.

Para poder implementar un codificador aritmético se necesita estimar, pa-
ra todo simbolo ¢, la probabilidad P(z; = c|lz1zs...2;-1) de que el préximo
caracter emitido por la fuente z; sea c sabiendo que los tltimos vistos fueron
Z1,%2,...,2j—1. Dado un modelo de esas caracteristicas y fijando una enume-
racién ci,cs,...,c, de los simbolos de la fuente, definimos las probabilidades
condicionales acumuladas

i—1

Q(ci|x1 . 1'j71) = ZP(:EJ = Ck‘.’bl . l’j,1)7
k=1

R(CZ‘|(E1 e II}]‘,1) = ZP(CL'] = ck\xl . ‘ijl)‘
k=1

A grandes rasgos, el proceso de codificacién comienza con el intervalo [0, 1) y tras
procesar cada simbolo del mensaje se toma un intervalo cada vez mas pequeno,
contenido en el anterior, de manera tal que el tamano del nuevo subintervalo es
proporcional a la probabilidad del simbolo lef{do. Llamaremos ®(x125 ... x,) al
subintervalo asignado al mensaje x12s...T,.

3. Codificadores Aritméticos de Estados Finitos

Definicién. El rol del autémata en la codificacién aritmética de estados finitos
es la provisién del modelo probabilistico usado para la asignaciéon de un intervalo
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a cada mensaje. Esto implica estimar, para todo simbolo ¢, la probabilidad de
que el préximo simbolo emitido por la fuente x; sea c sabiendo que los dltimos
simbolos vistos fueron z1,z2,...,2;_1, notada P(x; = c|z1x2...2j-1). Para
cada estado se define una distribucién de probabilidades para el alfabeto de la
fuente y la cadena de simbolos ya emitidos se utiliza para determinar un estado
y por lo tanto una funcién de probabilidad para el préximo simbolo.

Salvo por la presencia de un alfabeto de salida en su definicién, esta construc-
cién es similar a una cadena de Markov estacionaria [Chu67] o a una martingala
producida por un autémata finito [DLLMO04].

En adelante, sea P =Q N[0, 1].

Definicién 8. Un codificador aritmético de estados finitos (FSAC, finite state
arithmetic coder) es una tupla A = (Q, A;, Ao, d,p,q0) donde Q es un conjunto
no vacio de estados, A;r y Ao son los alfabetos de entrada y de salida, respecti-
vamente, 6 : Q X Ay — Q es la funcion de transicion, p : Q x Ay — P es una
medida de probabilidad positiva para cada estado q, es decir, 3 _,c 4, p(q,d) =1
y p(g,c) > 0 para todos ¢ € Q yc € Ar, y qo € Q es el estado inicial.

La funcién de transicién puede ser extendida a 6* : Q x A" — @ como se
hizo para las construcciones previas. De forma analoga realizamos la extensién
depap*:Qx A" — P,

P (g, \) =1
p*(q,we) = p*(q,w) p(6*(q,w), c)

o equivalentemente

w|

p(gw) = _Hp(5*(q,w[1~i — 1]), wli]). (1)

Escribimos p*(w) y 6*(w) para abreviar p*(qo, w) y 6*(qo,w), respectivamente.
Cuando usamos un FSAC como modelo probabilistico simplemente tomamos

P(’I}j = C|’I1,l’2, .. .,J?j_l) :p(é*(xl,xg, e ,$j_1),c)

para ¢ y x1,%2,...,%j—1 simbolos cualesquiera. Llamamos @ 4(w) al intervalo
obtenido usando el algoritmo de codificacion aritmética con las probabilidades
determinadas de esta manera a partir del FSAC A.

Se puede probar ficilmente por induccién que p*(qo,w) es la probabilidad
del mensaje w segun el modelo de la fuente. La funcién w — p*(q,w) es por
lo tanto una medida de probabilidad positiva en A;™ para todo n > 0 y para
todo q € Q. Ademas, en la codificacién aritmética con estados finitos se verifican
las propiedades vigentes en el uso general de esta técnica de compresién. Una
de ellas, que usaremos varias veces en el resto del trabajo, es que para todo
codificador aritmético de estados finitos A = (Q, Ar, Ao, d,p,q0) y para toda
cadena w € A;™ la longitud del intervalo @ 4 (w) es igual a p*(w), la probabilidad
de w segun A.
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Codificacién. En adelante supondremos que Ao = {0,1,2,...,|Ao| — 1} para
simplificar la notacién y con lex denotaremos el orden lexicografico.

Definicién 9. Sea A = (Q, Ar, Ao, 0,p, qo) un codificador aritmético de estados
finitos. La funcién de codificacién A : A;* — Ap™ satisface

vl

A(w) =min v e Ao Y vli|lAo| " € Ba(w) A

lex P}

A ol = [=1og 40 [Pa(w)l]

La existencia de un cédigo de tal longitud se sustenta en dos hechos. A
partir de una representacién de un nimero real en base b de longitud n € N se
puede, para m € N, obtener otra de longitud n 4+ m que denote el mismo real
simplemente agregando una cola de m ceros a la derecha de la secuencia original.
Como en un intervalo de medida [ > 0 existe un real r cuya representacién en
base b tiene tamario a lo sumo [—log, [], es posible extender esa representacién
de r para que tenga exactamente [—log, [] digitos.

Si A =(Q,Ar,A0,6,p,qo) es un FSAC, como |P4(w)| = p*(w) para toda
w € Ar*, tenemos que [A(w)| = [—log 4, p*(w)] para toda w € A;".

Definicién 10. Si A es un FSAC con alfabetos de entrada y salida A; y Ao,
respectivamente, y o € Ar®, decimos que la tasa de compresion de A sobre a es

.. . |A(afl..n))]
o) =liminf ————
pA( ) n—00 nlog‘Aol ‘AI|

La tasa de compresion aritmética con estados finitos de o € A;” es
prsa(a) =inf{pa(a): A es un FSAC con alfabeto de entrada Ar}.

Estas tasas se vinculan con la nocién de compresibilidad de la misma manera
que las de los FSC. Un FSAC A con alfabetos de entrada y salida A; y Ao,
respectivamente, comprime una cadena w si y sélo si [A(w)| < |w[log) 4, [A1l-
Una secuencia infinita « es compresible por A si y sélo si la tasa de compresién de
A sobre « es menor que 1, y decimos que « es compresible mediante codificadores
aritméticos de estados finitos si y sélo si prga(a) < 1.

Invariancia de la Compresibilidad bajo Cambios de Alfabeto. La si-
guiente proposicién nos serd tutil para comparar tasas de compresibilidad de
secuencias vinculadas por un cambio de alfabeto. Su demostracion, al igual que
las del resto de los enunciados de esta seccién, se encuentra en el Apéndice A.

Proposicion 11. Si D es un codificador de estados finitos con funcion de proba-
bilidad p o un compresor de estados finitos con funcion de salida v, los alfabetos
de entrada y de salida son A y Ao, respectivamente, o« € A1¥ y k € N,

ttming POLIDE_ g 3¢ [P(0fL-n])]

n— oo n n— o0 nk
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Demostremos que, al igual que la normalidad, la compresibilidad mediante
codificadores aritméticos de estados finitos y compresores de estados finitos son
invariantes bajo cambios de alfabeto.

Teorema 12. Sea k un natural cualquiera. Si la secuencia o € A[” estd vin-
culada con B € (ArF)“ a través de un cambio de alfabeto, prs(a) = prs(B) y

prsa(a) = prsa(B).

La idea que seguimos es, para cada compresor que lee secuencias de A;*, cons-
truir otro que procese secuencias de (A Ik)“’ logrando la misma tasa de compre-
sién y viceversa.

Comencemos definiendo por cada codificador que procese secuencias de simbo-
los de A; uno del mismo tipo pero que lee simbolos de A" con un comporta-
miento similar al primero y que alcanza sus mismas tasas de compresion.

Definicién 13. Sea C = (Q, As, Ao, d,v,q0) un FSC. Definimos el compresor
de estados finitos C* = (Q, Ar*, Ao, 8",V , qo) como aquel tal que

¢'(q,¢) = 6" (g, )

V' (g, ¢) = v*(q,¢)

Definicién 14. Si A = (Q, A1, Ao, 6, p,qo0) es un codificador aritmético de es-
tados finitos, AF = <Q,A1k,Ao,6',p’,qo> es el FSAC tal que

(g, ¢) = 6"(q,¢)
p'(q,¢) =p*(g;¢)

*

Como en estas construcciones 6’* = §*, v'* = v* y p”* = p*, aseguramos que
para todo w € (Ar*)* se cumple |C*(w)| = |C(w)| y |A*(w)| = |A(w)|, ademas
de que si C no tiene pérdida de informacién entonces C* tampoco. Podemos
entonces probar el siguiente lema.

Lema 15. Sean k € N y D un FSC o FSAC con alfabeto de entrada Aj. Si
o € A estd vinculada con B € (A;™) a través de un cambio de alfabeto,

pp(a) = ppr(B).

Definamos ahora un autémata que lea simbolos de A a partir de cada FSC o
FSAC con alfabeto de entrada A;*, cuidando que el comportamiento del primero
coincida con el del segundo cuando se procese una cantidad de simbolos miltiplo
de k. Si eso ocurre, la Proposicién 11 garantiza la igualdad de sus tasas de
compresion.

En ambos casos, para poder manejar cadenas con longitudes que no son
miultiplos de k, las construcciones definidas abajo se obtienen reemplazando el
conjunto de aristas salientes de un estado del autémata original por un arbol
| Ar|-ario completo de altura k — 1, agregando los nodos internos del drbol como
estados nuevos. Esta estructura permite almacenar hasta k — 1 simbolos leidos
de la cadena de entrada.
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Si el autémata original es un FSC, como sélo especifica para secuencias en
(A")* qué cadenas de salida debe asociarles el nuevo autémata, el nuevo FSC
generara output cada k simbolos leidos solamente.

En el caso de los FSAC el autémata original también especifica inicamen-
te para secuencias en (.Ajk)* las probabilidades que debe asociarles el nuevo
autémata. Para asignarle una probabilidad a una cadena w con |w| no divisible
por k, sumamos las probabilidades asignadas por el autémata original a todas

las extensiones a derecha minimas de w que convierten su longitud en miltiplo
de k.

Definicién 16. Sean k € N, C = (Q, A", Ao, b, v, qo) un compresor de estados
finitos. Definimos el FSC C~% = (Q x A;<*, Ar, Ao, 8",V (g0, \)) como aquel
en el que

5 (g, w), ¢) = (g, wc) st lw] <k—1
Y (0(q,we), Ay si|lw|=k—1
A si|w| <k—1

v(gwe)  siw|=k-1

V/(<q’w>>c) = {

Definicién 17. Sik e Ny A =(Q, A", Ao.68,p,q0) es un codificador aritméti-
co de estados finitos, llamamos A=% = (Qx A;<F, Ar, Ao, 8, p', (qo, \)) al FSAC
tal que

/ ) (g, we) si|lw| < k—1
8 ({q,w), c) = {<5(q,w0)’)\> silwl = k1

ZveAIk—\w\—l p(q, wev)
ZUGAIJC—\W\ p(q, wv)

P'({q,w),c) =

Se puede probar ficilmente por induccién que si v € (A/")* y w € A;<F
entonces

" ({g, A), vw) = (0" (g, v), w) (1)

y v"*((g, \), vw) = v*(q,v). En consecuencia, |C(w)| = |C~*(w)| para toda cade-
na w € (A;%)*. Ademas C~% es un ILFSC si C no tiene pérdida de informacién.
La siguiente proposicién nos permite afirmar que |A(w)| = |A~%(w)| para
toda cadena w € (Ajk)* y con ella podemos probar el lema restante para poder
demostrar la invariancia de la compresibilidad bajo cambios de alfabeto.

Proposicién 18. Para todo w € Ar=F, p*((g,\),w) = Y ved, vl P(g, wv).
Por lo tanto, para todo w € (Ar*)*, p*((g, \), w) = p*(q, w).

Lema 19. Sean k € N y D un FSC o FSC con alfabeto de entrada A;*. Si
a € A estd vinculada con B € (A™)* a través de un cambio de alfabeto,

pp(B) = pp-+(a).
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4. Resultados Principales

Igualdad de Tasas de Compresion de Compresores de Estados Finitos
sin Pérdida de Informacién y Codificadores Aritméticos de Estados
Finitos. Probamos el siguiente teorema, factorizando la demostraciéon en dos
partes de la manera usual.

Teorema 20. prs(a) = prsa(a) para toda secuencia c.
Lema 21. pps(a) < prsa(a) para toda secuencia .
Lema 22. prg(a) > prsala) para toda secuencia c.

Para probar estos resultados veamos que para todo FSAC se puede construir
un ILFSC cuya tasa de compresion sobre cualquier secuencia es arbitrariamente
cercana a la del primero y viceversa.

El conjunto de codigos asignados por un FSAC a cada simbolo a partir de un
estado cualquiera puede no ser libre de prefijos, pero podria reemplazarse por
otro con esa propiedad respetando las longitudes originales.

Proposicién 23. Si A = (Q, A1, Ao,0,p,q0) es un FSAC, existe una funcion
f:QxAr — Aot tal que {f(q,c) : ¢ € Ar} es libre de prefijos y se cumple
|f(q,¢)| = |A(q,c)| para todo c € Ar, q € Q.

Usando esta proposicién, demostrada en el Apéndice A, podemos definir un
ILFSC a partir de un FSAC de modo que generen cédigos de la misma longitud
para simbolos individuales.

Definicién 24. Sea A = (Q, Ar, Ao, 6,p,q0) un FSAC, y f : Q x A — Ao™
como en la Proposicion 23. Definimos a Cx = (Q, A1, Ao, d,v,q0) como el com-
presor de estados finitos tal que v(q,c) = f(q,c).

En el Apéndice A probamos que Cj4 tiene pérdida de informacién y que los
c6digos que produce son mas largos que los de A pero su diferencia esta acotada.

Proposicién 25. Si A es un FSAC, Cy es un ILFSC. Ademds, si el alfabeto
de entrada de A es Ar, n € N yw € A", entonces |Ca(w)| < n+ [A(w)].

Si el exceso en la codificacion de una secuencia w estd acotado por la cantidad
de simbolos en w, podemos reducirlo recurriendo a un cambio de alfabeto en A
antes de construir el FSC. Por lo tanto, si k € N, a € A;“ y B € (A;")“, tales
que a y [ estan vinculadas por un cambio de alfabeto,

k
n=oe nlog 4, A1l n—oo  nklog 4, |Arl
|A(a[l..nk])| +n

< liminf

< k1 AL
n—oo ”klOg\Ao\ |-AI| pA(Ol)JF( Og|-Ao|‘ I|)

Esta desigualdad, usada para probar el Lema 21 en el Apéndice A, nos dice que
si queremos un FSC que alcance sobre o una tasa de compresion que no supere
ala de A en e, podemos tomar (Cux)~* con k tal que (k log| 4, A1) " <e.
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Veamos ahora cémo probar el Lema 22. Para definir un FSAC que produzca
cédigos de longitudes similares a las de un ILFSC, la probabilidad asignada por
el primero a un simbolo debe ser menor mientras mas largo es el cédigo que
le asigna el segundo autémata a ese simbolo. Una forma de hacer esto es la
siguiente.

Definicién 26. Sea C = (Q, A1, Ao, 0,v,qo) un ILFSC. El codificador aritméti-
co de estados finitos Ac = (Q, A1, Ao,0,p,q0) es aquel tal que

|AO‘—|V(<LC)\
p(g,c) = —
Y aea, Aol 0D

Es evidente que ¢ — p(g, ¢) es una medida de probabilidad positiva en A; para
todo estado ¢. Si >4 4, |Ao|7@Dl 5 1 1a longitud del cédigo determinado
por A¢ para un simbolo es mayor que la del que le asigna C. Ocurre lo contrario
i Y aea, | Ao 70Dl < 1 en cuyo caso los cédigos elegidos por A para un
simbolo son més cortos que los que le corresponden por C.

Para precisar el exceso en la longitud de la codificaciéon mediante Ac en
comparacion con el original de C' podemos acotar el factor de normalizacién de
las probabilidades, que es exactamente la suma definida en la desigualdad de
Kraft. Para esto nos restringimos sin pérdida de generalidad a analizar ILFSC
con todos sus estados alcanzables desde el inicial, pues el autémata que se obtiene
eliminando los estados no alcanzables tiene igual comportamiento que el original
en lo que respecta a codificacion. En un ILFSC de esas caracteristicas no puede
haber dos transiciones de un estado a otro que produzcan el mismo output.

Proposicién 27. 5i C = (Q, Ar, Ao,0,v,q0) es un ILFSC con todos sus esta-
dos alcanzables desde qq,

S Ao TN < |QI + Q] Nog ) AT

ceEAr

para todo estado q.

Usando esta proposicion podemos probar la siguiente. Sus demostraciones
figuran en el Apéndice A.

Proposicién 28. Para todo ILFSC C = (Q, A;, Ao, d,v,q0) con todos sus es-
tados alcanzables desde qo, n € N, w € A", se verifica

[Ac(w)] < |C(w)[ +n [loga, (|Q] + Q] [og| g [ArlT)]-

Como hicimos previamente, veamos qué ocurre con las tasas de compresién
si usamos esta construccion para autématas afectados por cambios de alfabeto.
Sean C un ILFSC con alfabetos de entrada y salida A; y Ap, respectivamente,
keN aecA” y f e (A")¥ vinculadas por un cambio de alfabeto. Si el
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conjunto de estados de C' es @, también lo es para C* y Aor. Entonces

|Acx (B[1..n])

PA.; (B) = lim inf :

n=2 nlog 4, A1l

<l IC*(B[1.n])| + [n log| 4, (IQ| + Q| Nogj, 41" ])]
< lim inf
n—00 nklog 4, |Arl

< Timi |C(aL..nk])| + [n log 4, (1Q| + Q| [k log 4, [Arl])]
< liminf
n—00 nklog‘Ao‘ |.AI|

1og|4,|(1Q + |Q] [k log| 4, |Ar]])
klOglel IA[| '

< pcla)+

En conclusién, (Acx )~ es un FSAC que alcanza sobre o una tasa de compresién
que no supera a la de C en g, siempre que

log) 4, (1Q] + Q] Tk log 4, |Azl])
klOglel |.A[‘

Es posible elegir k suficientemente grande para que valga la desigualdad porque
la expresion de la izquierda es decreciente en k y tiende a 0.
Estamos en condiciones de mostrar que vale la reciproca del Lema 21.

Demostracion (Lema 22). Andloga a la prueba del Lema 21. O

Equivalencia entre Normalidad e Incompresibilidad mediante Codifi-
cadores Aritméticos de Estados Finitos.

Teorema 29. Si o € AY no es normal entonces existe un FSAC para el que o
es compresible.

Demostracion. Por el Teorema 3, existe k € N tal que 8 € (Ak')“, obtenida a
partir de a mediante un cambio de alfabeto, no es simplemente normal. Veamos
que existe un FSAC para el que (8 resulta compresible. La preservacién de la
compresibilidad bajo cambios de alfabeto indicard que « es compresible por
FSAC.

Para definir un FSAC adecuado necesitamos asignarle probabilidades a los
simbolos de A*. Usemos para esto sus frecuencias relativas en 5. Como 8 no es
simplemente normal, debe existir ¢ € A* tal que

lim oce(c, B[1..n))
n

n—oo

# A4,

Aunque este limite no exista, si existen los limites superior e inferior de la misma
expresion y deben ser finitos, porque se trata de una sucesiéon acotada. Como
uno de ellos necesariamente es distinto de |.A*|7!, existe una subsucesién para
la cual el limite mencionado converge a f. # |A¥|~!. Llamemos (i;);en a la
enumeracién de los indices de los términos de la sucesion original incluidos en
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esta subsucesion. A pesar de que sabemos que ahora existe una frecuencia para
c en el limite, puede que haya algiin d € A* distinto de ¢ tal que

oce(d, B[lzn])

in

lim

n—oo
no exista. En ese caso podemos tomar una nueva subsucesién para la cual este
limite exista. Realizamos este refinamiento iterativamente hasta encontrar una
sucesion (i7);jen para la cual

I occ(d,,.é’[l..ij‘l]) _
n—00 7
para todo d € AF.

Usemos las frecuencias de los simbolos en esa subsucesién para determinar
las probabilidades del FSAC que queremos construir. Si los simbolos no son
equifrecuentes, es esperable lograr la compresion de § con un esquema en el
que los simbolos més frecuentes se asocien con cédigos mas cortos que los dados
a aquellos de menor frecuencia. Consideremos entonces el codificador aritméti-
co de estados finitos A = ({q}, A%, A*,§,p,q), con §(q,d) = q vy p(q,d) = fa
para todo d € A*. Al haber un tnico estado, la probabilidad de un simbo-
lo es independiente de los caracteres que lo preceden, y entonces tenemos que

p*(w) = [Tyear f;’cc(d’w) para todo w € (A;*)*. Podemos afirmar que

pa(8) < timinf JABLPDL e - JAGILGRD]L

n—co nlog gx |AF| T n—oo iy log 4k |A¥|
[—log 4% p* (g, B[1..i3])]

< I .
n—00 7
— occ(d, B[1..i%]) log fa
< lim e 0l .*[ D L8, < - Z Jalogar) fa <1

porque segin Shannon [Shad8] — >, 4« falog| x| fa se maximiza cuando todas

las frecuencias son iguales, en cuyo caso la suma es 1, pero aqui f. # |A*| 71
Como A logra comprimir a /3, « es compresible con A~* de acuerdo con el

Teorema 12. a

Teorema 30. Si a € AY es normal entonces es incompresible mediante FSAC.

Demostracion. Tomemos un FSAC A = (Q, A, Ao, d,p, qo) arbitrario y un real
¢ > 0 arbitrariamente pequeno y mostremos que la tasa de compresion de A
sobre a, pa(a), es estrictamente mayor que (1 — ¢)3.

Recordemos que una cadena w € A* es compresible si su c6digo es menor que
|w|log) 4, |A]. Para todo k € N, llamaremos Wj, al conjunto de cadenas de Ak
que, cuando se quiere codificar con A cualquiera de sus supercadenas, siempre

realizan un aporte mayor que (1 —e¢)|w|log| 4, |Al a la longitud del cédigo final,
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es decir, es el conjunto de cadenas cuya probabilidad estimada no es mas alta
que |A[FE=1 en ningiin estado.

Wi = {w € A : p*(q,w) < |A[*E=Y para todo ¢ € Q}.

Estas cadenas son las menos comprimidas por este autémata. Podemos ver que
la proporcién que representa el conjunto Wj, dentro de A* tiende a 1 mientras
mas grande es k acotando superiormente la cardinalidad de su complemento. La
condicién que impide que haya demasiadas probabilidades altas es que su suma
no debe exceder 1.

AR\ W] = [{w € A* : p*(g,w) > |A[FE~Y para algin ¢ € Q}|
< |Q| max{m € N:m |A"E"D <1}
< Q| |AJFI—

Wil 2 JAI* — QI A=) = |A*(1 ~ Q] | A7)

Como |Q| |.A|~=* tiende a cero a medida que k crece, tomemos k lo suficientemen-
te grande tal que [Wy| > | A|¥(1 —¢). Mostremos que pa(a) > (1 —e¢)? probando
que para 3 € (A*)*, vinculada a o por un cambio de alfabeto, pax(8) > (1—¢)3.

Por el Teorema 3, la normalidad de « implica que 3 € (A¥)“, obtenida a
partir de @ mediante un cambio de alfabeto, es simplemente normal. Existe,
entonces, una longitud ng tal que, para los prefijos iniciales de 8 que la superen,
las frecuencias relativas de los simbolos ya estan lo suficientemente cerca de la
equiprobabilidad, es decir,

Vi > ng, Ve € A", M > |AF 11— e).

Si n > ng, ain contando solamente la contribucién de los simbolos en W,
es decir, los mayores aportes, las longitudes de los cédigos de los prefijos de
de largo n no pueden ser mucho menores que nlog 4, |AF).

AR (B[L.n])| = [~log 4, " (B[L.n])] > = > oce(e, B[1..n]) log) 4, [AIM
cEWg

> ) n AT L =) (1 - e) log 4, A"

cEWy
> Wil n [A7F(1 = €)* log 4, [A*] > (1 —)’nlog 4, |A"]

En consecuencia, la tasa de compresién de AF sobre § es estrictamente mayor

que (1 —¢)3.
par(B) = liminf M

> (1—¢)?
n—oo nlog 4, |A*|

Segtin el Lema 15 pa(a) = pax(B), de modo que pa(a) > (1 —¢)3. Como la
desigualdad vale para todo € > 0, pa(a) = 1. O
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Ya estamos en condiciones de probar el teorema que caracteriza a la norma-
lidad como incompresibilidad mediante autématas finitos.

Teorema 31. Una secuencia o es normal si y solo si es incompresible mediante
compresores de estados finitos sin pérdida de informacion.

Demostracion. Los Teoremas 29 y 30 implican que una secuencia es normal si y
sélo si es incompresible con codificadores aritméticos de estados finitos, que a su
vez equivale a que sea incompresible mediante ILFSC por el Teorema 20. a

5. Conclusiones y Trabajo Futuro

A pesar de la importancia de contar con una prueba de la caracterizacion de
la normalidad directamente en términos de compresibilidad en lugar de usar mar-
tingalas como puente entre ambas nociones, la codificacién aritmética de estados
finitos también merece atencién. Como se ve en la demostracién del Teorema de
Agafonov, su uso puede resultar en pruebas menos complejas que aquellas que
dependen de compresores de estados finitos sin pérdida de informacién, en cuyo
caso se suma el trabajo de verificar la factibilidad de la descompresiéon. En apli-
caciones préacticas puede aprovecharse la ventaja de la codificacién aritmética
por sobre las codificaciones simbolo a simbolo como la de Huffman para obte-
ner cédigos mas breves que los producidos por compresores de estados finitos
con la misma cantidad de estados. Del lado del trabajo tedrico, seria interesante
estudiar como funcion de codificacion alternativa a la siguiente,

|v]

A*(w) = min ve Aot : lilA |~ € B afw
w) length-lex o ; (]| Ao A(w)

Esta funcién elige entre los posibles cédigos el de menor longitud y, en caso de
que haya varios, prefiere el lexicograficamente menor. Las tasas de compresiéon
alcanzables con este esquema de codificaciéon pueden ser estrictamente menores
que las que se obtienen con la funcién usada a lo largo de este trabajo, siendo
posible incluso conseguir tasas de compresién igual a 0.
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Apéndice A: Demostraciones

Demostracion (Proposicidn 11). Sabemos que para todo n

DL [n/k]R)| _ [D(afln])| _ [D(aL-(In/k] + DED]

La finitud de los estados de D tiene como consecuencia que el conjunto de cédigos
asignados a las cadenas de longitud k también sea finito. Si D es un FSC tomemos
m = méx{|v(q,w)| : ¢ € Q@ N w € (A;F)*} y si es un codificador aritmético de
estados finitos, m = max{[—log 4, p* (¢, w)] 1 ¢ € Q@ N w € (A/)*}. En el
primer caso es claro que |D(«[l..(|n/k| + 1)k])| < |D(a[l..|n/k]k])| + m. Por
otro lado, si D es un FSAC

|D(afl..([n/k] + 1)k])|
= [—1og 4, P*(aL..([n/k] + 1)K])]
= [—log (P (a[1..|n/k|K]) p* (5~
< |D(a[l..|n/k]k])| + m.

(afl..[n/kk]),al[n/k|k +1..([n/k] + 1)k]))]

En ambos casos, entonces, afirmamos que para todo n

|[DefL.[n/k]RD| _ [D(efl.n))| _ |D(afl-[n/kIK)] | m

y como las expresiones de los extremos tienen igual limite inferior cuando n
tiende a infinito, obtenemos que

DGl D(afLln/k)| _ . [D(afL|n /b))
hnn—l>loréf n B 1n—>oof n 1n—)oof I_n/kj k

o D(a[lnk))|

=t

a

Demostracion (Lema 15). Sea D un FSC o un FSAC con alfabeto de entrada
A;r. En virtud de la Proposicién 11

pp(a) = liminf M = liminf M
n—o0 nlOg\Ao\ |./41| n—oo nk log‘Ao‘ |Ar]
k
— liminf DB _ oo (B).

n—oo nlog‘_Ao‘ |AI|k
O

Demostracion (Proposicidn 18). Probemos por induccién en n que para n < k
yw € A", p" (¢, \),w) = > e 4, x-1wl P(q, wV).

Sin=0,
P AN =1= > plg,v)
’UE.A],c
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por ser p una medida de probabilidad positiva en A;* para el estado ¢.
Supongamos ahora que la proposicién vale para n < k. Si wd € A;"!,
por (11), hipdtesis inductiva y definicién de p’
P ({q,A), wd) = p™ (g A), w) p'(6™ ({g, \), w), d)
= p/*(<Qa A>a w) p/(<5*(Q7 A)a w>7 d)
=p"({g,\),w) p'({g,w),d)

( Z (g wv)) D ved k- lwi-1 (g, wdv)

ZUEAIIC*‘“" p(Q7wU)

'UG.AIk*‘w‘
= Z p(g, wdv).
vEAk—lwdl

Tenemos entonces que si v € A,

P (g, A),v) = p(g, v). (111)

Luego, si tomamos wwows ... w, = w € (Ajk)*, con w; € A" para todo i,

p*({q, \),w) = lf[p'*(é’*((q7 A), Wi . wi—1 ), w;) por (1)

= Hp’*((d*(q,wl...wi,l),/\>,wi) por (11)
i=1

= HP((?*(q,wl...wi_l),wi) por (HI)
() por (1),

O

Demostracion (Lema 19). Sea D un FSC o FSAC con alfabeto de entrada A;".
Sabemos que para todo w € (A;¥)* |D(w)| = |D~*(w)|. Esta propiedad y la
Proposicién 11 nos permiten deducir que

D 1.. ka 1.
pp(B) = lim inf Lﬂ])‘k = lim inf M
n—so0 n10g|AO| |~AI‘ n—oo nk 10g|-'40| |-AI|
—k .. D—F(all..
= timinf 2 O]y 1Dl ),
n—oo nk log‘AO‘ |.A1| n—o0 nlog\Ao\ |-AI|

Demostracion (Teorema 12). Sean a € A;* y B € (A;")*. Por el Lema 15

prs(B8) = inf{pc(B) : C es un ILFSC con alfabeto de entrada A;"}
< inf{pcr(B) : C es un ILFSC con alfabeto de entrada A;}
< inf{pc(a): C es un ILFSC con alfabeto de entrada A;}

< prs(a).
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Por otro lado, segtin el Lema 19

prs(a) = inf{pc(a) : C es un ILFSC con alfabeto de entrada A;}
< inf{pc-r () : C es un ILFSC con alfabeto de entrada A;}

< inf{pc(B) : C es un ILFSC con alfabeto de entrada A"}

< prs(B)-
En consecuencia, prs(a) = prs(f). Andlogamente, ppga(a) = prsa(f). O
Demostracion (Proposicidn 23). Silas longitudes Iy, . . ., ,, satisfacen la desigual-

dad de Kraft,

Z |AO|7li < ]-7

1<i<n

existen wy, ..., w, € Ao™ tales que |w;| = [; para todo ¢ y {w1,...,w,} es libre
de prefijos (Teorema 1.11.1, [LVO08], pdgina 74).

Luego basta ver que para todo estado ¢ las longitudes {|A(q,c)| : ¢ € A}
satisfacen la desigualdad de Kraft, es decir,

Z |AO‘*|A(¢1,C)| <1.

ceAr

Tomemos, entonces, ¢ € @ arbitrario. Como los intervalos asociados a los simbo-
los constituyen una particién de [0, 1),

Z |AO|*\A(¢Z-,C)| _ Z |AO‘*f*10g\AO| |2a(g,0)[1

ceEAr ceEA;
< Z |AO‘10g|_AO\ |P4(q;0)]
ceEAS
< Z |¢A((],C)| =1
cEAS

Demostracion (Proposicion 25). Para todo FSAC A con alfabeto de entrada A;
vy v,w € A" tales que v # w se verifica C'4(v) # Ca(w) y por lo tanto C'4 es un
ILFSC. Esto se puede comprobar tomando el minimo ¢ € N tal que v[i] # w]i]
y viendo que como {v(6*(qo,v[1..i — 1]),¢) : ¢ € Az} es libre de prefijos existe j
tal que v(8*(qo, v[1..i — 1]),v[i])[4] # v(6*(qo, v[1..i — 1]),w[i])[4], lo que a su vez
implica C4(v)[|Ca(v[1..i — 1))| + j] # Ca(w)[|Ca(v]1..i — 1])| + 7].
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Ademss, si w € A",

n

|Ca(w)] =Y [—log 4, p(6" (g, w[Li — 1]), w[d])]

i=1

<nt Y —logyag  p(6" (g wlLi — 1)), wli])
i=1

S n— 10g|A0| Hp(a*(Qa w[ll - 1])a w[l])
i=1
<n—log 4, P"(q,w) < n+[=log 4, p" (¢, w)] =n + [A(w)].

O

Demostracion (Lema 21). Si « € A, de acuerdo con la invariancia de la com-
presibilidad por cambios de alfabeto (Teorema 12),
prs(a) = nf{pc(a) : C es un ILFSC con alfabeto de entrada A;}
= if{pc(B) : k € N, C es un ILFSC con alfabeto de entrada A;" y
B € (A;")* obtenida tras un cambio de alfabeto de o}
inf{pc,, (B) : A es un FSAC con alfabeto de entrada A;, k € Ny
B € (A*) obtenida tras un cambio de alfabeto de a}
< inf{pa(a) + (klog 4, |A7)"! : A es un FSAC con alfabeto
de entrada A; y k € N}
< mf{pa(c): A es un FSAC con alfabeto de entrada A;}

IN

< prsale).
O

Demostracion (Proposicion 27). Fijemos ¢ en un estado arbitrario. Si notamos
Sqr ={c € A;:6(q,c) =r}, podemos reescribir

Z |_AO|—\V(!LC)| _ Z Z |AO|—\V(Q7C)\_

cEAS reQ ceSq,r

Sabemos que, para todo estado r, v(q,c) # v(q,c) sic,d € Sy y ¢ # ¢ porque
C es un ILFSC. Para cada r, sea [, un nimero lo suficientemente grande como
para que haya al menos tantos cédigos distintos de longitud menor o igual que [,
como simbolos en S, .. Como la suma que deseamos acotar crece si se cambia un
c6digo asignado por v por otro mas corto y ademds cada sumando es positivo,
afirmamos que

I
S Mol M@ < ST Ao M =S ST Aol =1

c€Sq,r weApStr i=0 weAp?
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Comprobemos que para r tal que |Sy | > 0 es posible elegir I, = [log| 4, [Sg,-|];
viendo que hay una cantidad suficiente de cédigos de longitud hasta [,
i Aol ™ 1 1Sl Aol =1 [Sasl o]~ [Syl
> Mol = > Por > Par 20l = |8y,
lAo| -1 Aol —1 Aol -1

=0

Concluimos que

Z |AO|*|V(Q,C)| _ Z Z |AO|*\V(Q,C)|

cEAr reQ c€Sq,r

<> (14 [log ay [84,/1)
reqQ

<1Q| + Q| [log 4, [Arll.

Demostracion (Proposicidn 28). Usando la Proposicién 27 podemos ver que

pr(w) = _Hp((;*(w{l'i — 1)), wlil)

| A | i) i

—|v(6* (w[l..2—1]),c
Pt ZceAz IAol [v(6* (w[l..i—1]),c)|
—|C(w —n
> 40| (1Q] + 1Q] Togyay, 4L

y entonces

|Ac(w)]| = [—log|a, p"(w)]
< [C(w)] + [n log 4, (1Q| + |Q| [log|a, [ALl)]-

Apéndice B: Teorema de Agafonov

El Teorema de Agafonov, originalmente formulado sélo para secuencias bi-
narias, establece otra caracterizacion de las secuencias normales. La normalidad
se preserva en subsecuencias obtenidas mediante selectores de estados finitos.

Teorema 32. Una secuencia a € AY es normal si y sdlo si S(«) es normal
para todo selector de estados finitos S.

La equivalencia entre normalidad e incompresibilidad mediante FSAC nos per-
mite obtener una demostracién sencilla de este teorema. El esquema de la prue-
ba, basado en la demostracién de Becher y Heiber del mismo teorema [BH12],
consiste en mostrar que si S(a) no es normal para algin selector S entonces
podemos construir un codificador aritmético de estados finitos que comprima «,
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que por lo tanto no es normal. Becher y Heiber usan ILFSC en lugar de FSAC,
lo que resulta en una prueba mas compleja porque es necesario verificar que el
compresor de estados finitos construido no tiene pérdida de informacion.

En la prueba nos interesa qué proporciéon de una secuencia infinita es selec-
cionada por un selector de estados finitos.

Definicién 33. Si S es un selector de estados finitos y o € A, decimos que
la tasa de seleccién de S sobre o es

ps(a) = liminf M

n—00 n

Explotamos ademas el hecho de que esa magnitud siempre es positiva, un hecho
conocido en el drea [LS77].

Lema 34. (Demostracién en el Apéndice A) Si S es un selector de estados
finitos de k estados con alfabeto de entrada A y o € AY, ps(a) > kL.

Demostracion. Consideremos la familia de bloques de k que componen «, (w;);en
con w; = «[(i — 1)k + 1..ik]. Para cada 4, el recorrido del autémata que describe
el procesamiento de w; por S contiene al menos un ciclo. Como los selectores de
estados finitos estan libres de ciclos sin estados selectores, al menos uno de los
estados visitados es selector. Luego, al menos un simbolo de w; es seleccionado.
Esto indica que al menos uno de cada k simbolos consecutivos es seleccionado
en el limite. a

Demostracion (Teorema 32). Sea « una secuencia infinita. Si S(a) es normal
para todo selector de estados finitos S, a es normal pues tomamos el selector en
el que todos sus estados son selectores.

Probemos la otra direccién del teorema mediante su contrarreciproca. Dada
a € A¥, supongamos que existe S = (Qg, A, ds, Qs, qos), un selector de estados
finitos tal que S(a) no es normal. Veamos que entonces o tampoco es normal
definiendo un FSAC para el que a resulta compresible.

Como S(«) no es normal, existe un FSAC A = (Qa, A, A,04,D,q04) que
logra comprimir a S(«), es decir, pa(S(a)) < 1. Definimos entonces un codifi-
cador aritmético de estados finitos Ag = (Qgs X Qa, A, A, 6,0, (qos,q04)) que
aproveche la compresién que puede lograr el esquema de A sobre los simbolos
seleccionados por S. Sobre el resto no realiza ningiin tipo de compresién, pues
se utiliza una distribucién uniforme cuando el selector indica el descarte de un
caracter. Las funciones § y p’ satisfacen

) (0s(gs,c),qa) sigs ¢ Qs
5(<QSan>7c) - {<5S(QS,C)7(5A((]A,C)> si gs € QS
|AI7! sigs ¢ Qs
p(QAaC) sigs € Qs.

P'((gs,qa).c) = {
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Podemos comprobar que el producto de las probabilidades asignadas por Ag
a los simbolos de una cadena w € A* seleccionados por S es exactamente la
probabilidad otorgada a S(w) por A,
P (w) = p*(S(w))[ A~ (=150,
que implica

[As(w)]| = —log 4 P (w) = [A(S(w))| + [w] = |S(w)].

La tasa de compresién de « con Ag verifica entonces

pa (@) = timing A )|+ n = |S(afl. n])|

n—00 n

JAGS(alLa)| [Slla)] | |S(aft.n))
=t )| P "
e ISG[La)] ¢, [AGS([1a])|
S (1 IﬂaLMN>
Sea (i, )nen una sucesion tal que
AL AL
o TS el i) e ISty PA@)

Refinemos atin més esta sucesién, tomando (j,)nen tal que
{jn:neN} C{i, :neN}

y exista el limite
S(afl..j,

n— o0 ]n

:£S7

que sabemos que satisface g > k! por el Lema 34. Considerando en el limite
inferior correspondiente a p 4 (o) sélo los términos enumerados por esta sucesion,
tenemos que

pag(a) =liminf1 —

IS(a%ﬂDI (1 B IA(S(a[LnD)I)

ISl [, JAGS(alLga])
< it in (1 [S(alLju])| )

< 1= L5(1— pal(S(a)) < 1— k71 (1 = pa(S(a))) < 1

porque k > 0y pa(S(a)) < 1. Por el Teorema 30, la compresibilidad de a por
Ag indica que esta secuencia no es normal. a
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Apéndice C: Codificacion Aritmética

Muchas técnicas de codificacion de datos sin pérdida de informacién, entre las
que se encuentran los compresores de estados finitos, se basan en la asignacién
de un cédigo a cada simbolo de la fuente, de modo que para construir el mensaje
codificado simplemente se reemplaza cada simbolo del mensaje original por su
respectivo cédigo. El miembro méas renombrado de esa familia de codificaciones
es la de Huffman [Huf52], que produce cédigos de longitud éptima dentro de lo
que permite un esquema de traduccién de simbolo por simbolo.

Si se quiere construir un cédigo binario para una fuente tal que las proba-
bilidades de los simbolos son potencias negativas de dos, la longitud del cédigo
asignado por Huffman a cada simbolo serd igual a la cantidad de informacién en
bits de dicho simbolo. Como el teorema de la codificacién de Shannon [Sha48|
indica que la longitud media del cédigo de un simbolo no puede ser menor que la
entropia de la fuente, el cédigo obtenido con Huffman es inmejorable. En otros
casos, sin embargo, Huffman resulta ineficiente, con un exceso de hasta un bit
en el cédigo de cada simbolo en comparacién con la cantidad de informacién re-
presentada. Por ejemplo, un simbolo con una probabilidad cercana a 1 transmite
una cantidad de informacién casi nula, pero su cédigo tendrd al menos un bit.

Es posible codificar un mensaje sin pérdida de informaciéon con aiun me-
nos caracteres que Huffman si consideramos estrategias que no se limitan a
la codificacién simbolo por simbolo. Ese es el caso de la codificacién aritméti-
ca [WNC87, Sai04, Mac03], que garantiza cddigos de longitud éptima con res-
pecto al conjunto de todas las codificaciones univocamente decodificables po-
sibles. En esta técnica la compresién consiste en asignarle al mensaje original
un intervalo de nuimeros reales usando un modelo probabilistico de la fuente.
El mensaje codificado se obtiene eligiendo un niimero real de aquel intervalo y
representandolo en algin sistema de numeracion.

Como mencionamos en la seccién 2, para poder implementar un codificador
aritmético se necesita estimar, para todo simbolo ¢, la probabilidad de que el
préximo caracter emitido por la fuente x; sea c sabiendo que los 1ltimos vistos
fueron 1,2, ...,x;_1, notada P(x; = c|lz122...z;_1). Dado un modelo de esas
caracteristicas y fijando una enumeraciéon ci,cs,...,c, de los simbolos de la
fuente, definimos las probabilidades condicionales acumuladas

i1
Qcilzr...xjo1) = Z P(xzj = cpley...xj-1),
k=1
i
R(Ci|l’1....’lﬁj,1) = P(.’l?j :ck\xl...xj,l).
k=1

Este método permite la implementacion de una codificacién adaptativa, es decir,
una que varie segin los simbolos que ya fueron leidos.

El tamano del intervalo asignado a un mensaje cualquiera w es igual a la
probabilidad de w segin el modelo probabilistico de la fuente. Ademas, los in-
tervalos asociados a mensajes de igual longitud son mutuamente disjuntos. A
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grandes rasgos, el proceso de codificacién comienza con el intervalo [0,1) y tras
procesar cada simbolo del mensaje se toma un intervalo cada vez mas pequeno,
contenido en el anterior, de manera tal que el tamano del nuevo subintervalo es
proporcional a la probabilidad del simbolo leido.

Con estos elementos ya podemos dar el algoritmo de codificacién aritmética
(algoritmo 1.1) para el cémputo del intervalo [a,b), notado @(z122 ... x,), para
el mensaje 1o ... x,.

Algoritmo 1.1 Algoritmo de codificacién aritmética
a <+ 0,0
b« 1,0
s<b—a
for alli € {1...n} do
b+ a+s R(zi|T1...7i—1)
a<+a+sQzi|lr1... wi—1)
s<b—a
end for

Es posible dar una formulacién recursiva cuya equivalencia con la anterior
puede comprobarse facilmente por induccién. Para todos w € A* y c € A

®(A) =[0,1)
P(we) = [min(@(w)) + |D(w)] Q(clw), min(S(w)) + [@(w)| R(c|w)).

Para todo m € N, los intervalos asociados a mensajes de longitud m con-
forman una particién del intervalo unitario. Por lo tanto, para descomprimir un
c6digo sélo hace falta conocer la longitud del mensaje original ademés del mode-
lo probabilistico usado en la compresion. Este proceso consiste en interpretar el
c6digo como un numero real y simular el proceso de compresién, particionando
intervalos y elegiendo el dnico subintervalo que contiene el real codificado. Cada
eleccién de un subintervalo determina un simbolo del mensaje original.

La optimalidad de la codificacién reside en el hecho de que en cualquiera
de aquellos intervalos reales podemos tomar un nimero cuya representacion es
suficientemente breve. Si la longitud del intervalo, equivalente a la probabili-
dad del mensaje asociado M, es p, existe un real contenido en ese rango cuya
representacién en base b ocupa a lo sumo [—log, p| digitos, lo més cerca posi-
ble de la cantidad de informacién transmitida en M desde la perspectiva de la
teoria de la informacién. Mientras méas probable es un mensaje, mas grande es
su correspondiente intervalo y luego puede acceder a un cédigo més corto.
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