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Resumen En este trabajo nos ocupamos de l6digos de identificadin en ci-
clos. En particular, estudiamos losddigos de identificadn de los ciclosC,
dondemcd2r +1,n) = 1 y nimpar, que son los casos no resueltos por S. Gra-
vier et al. en[1]. Mostramos que pana> 8r + 3, sin = k(2r + 1) + 1 entonces

m (Cn) = %1 +1vy,sin=Kk(2r +1)+r entoncesn (Cy) = %1 Mas din, damos

a conocer-codigos de identificaéin con estos tanii@s en cada caso.

1. Intoduccion

Consideremo$s = (V,E) un grafo no dirigido simple dondé es elconjunto de
verticesde G y E es elconjunto de aristasSi uy v son dos ®rtices deG, una arista
entreuy v es denotada pdu,v). Dos \érticesu y v de un grafds son llamadosecinos
si ellos esiin conectados por una arista@n

Diremos quer C V es untransversalde G si todas las aristas € son incidentes
en al menos unéarticeve T.

Un caminode longitudk en G entre dos @rticesu y v es una secuencia det 1
vertices deG {vo, V1, ...,Vk_1,V} tal que su= Vg y v=, paratoda € {0,...,.k—1}
la arista(vi,vi+1) € E. La distanciaentre dos @rticesu y v en un grafoG, denotada
comod(u,V), es la menor longitud de un camino entrg v en G. Si tal camino no
existe, luego la distancia entrtey v no esh definida. Siu = v entonces definimos
d(u,v) =0.

Seav un értice deG y r € N, denotamos coB; (v) a labolade radior y centrov,
esto eB;(v) = {weV :d(w,v) <r}. Claramente& € B; (v).

Diremos que dosérticesu y v sonr-vecinossi existew € V tal queu,v € By (w).

Un ciclo de longitud ren G es una secuencia aevértices distintos dé& tales que
paratodd,j€{0,...,n—1},(i,j) € Esiy losij=i+1(mod n.

SeaC CV, para cadaérticev € V, decimos que el conjuntd r-cubreav siy slo
si B (v) NC # 0. Al conjuntoB; (v) NC se lo denominaonjunto de identificadin dev.
Diremos queC r-separados \értices distintosi y v si y s9lo siB; (u) NC # B, (v)NC.

Un r-codigo de identificad@in de G es un conjuntdC C V quer-cubretodos los
vértices deG y quer-separacualquier par de &rtices distintos dé.

Denotamos cow la diferencia sirdtrica entre dos conjunt@sy B, es deciiAAB =
(A\B)U(B\ A). Observemos que dogrtices distintos y v estinr-separadosi y $lo
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si algin vértice deC pertenece &; (u) A B, (v), 0 equivalentement@; (u)A By (v)) N
C+#0.

No todos los grafos admiten wrcodigo de identificacin. Una condicbn necesaria
y suficiente para esto es que todo par @etiges distintosu y v verifiquenBy (u) #

B (v), si esta condiéin se cumple es claro qees en si mismo un-codigo de iden-
tificacion.

Llamaremosm, (G) al minimo cardinal de un-codigo de identificacin de G.

El concepto de @digo de identificad@n fue introducido en 1998 por M.G. Kar-
povsky et al. en [8], dando origen a varias publicacionesectualidad. El problema
de determinar el imimo dddigo de identificadéin en un grafo es NP-Completo (ver
[5]), y se han estudiado lo$digos de identificadin sobre algunas clases particulares
de grafos (ver [1], [2], [4], [7]).

Una primera aplicabin donde tiene utilidad el problema de encontrar unimmo
r-codigo de identificadn es diagnosticar fallas en un sistema de procesadores.-Consi
deremos una red de procesadores modelada por un grafo giolailgunos de los
procesadores son capaces de detectar y dan dilgo de alarma si alqn procesador-
vecinoses defectuoso. Si estos procesadores de prueba detectannielgorocesador
que falla ses aquel cuya@onjunto de identificadin coincida con el conjunto de proce-
sadores que han detectado la falla. Pero siratgpnjunto de identificaén resultara el
mismo para ras de un procesador, s&imposible determinar donde se ha producido el
error. En el caso de redes que utilizan miles de procesadsifessdamental minimizar
el conjunto de procesadores de prueba (ver [8]).

Ejemplo 1. Consideremos el siguiente grafo el cual representa una e=d pgrocesa-
dores:

1 2
3
4 5 6 7
® G O L]

Sea C={2,3,4,7} el conjunto de procesadores de prueba y supongamos que pue-
den detectar fallas en sus vecinos o en ellos mismosadisver que cubren a todos
los nodos de la red. Observemos que si falla el procesadios procesadores que dan
algln tipo de alarma sém 2 y 3 o bien el conjunto de identificamn del nodo2 es
B1(2) NC = {2,3}. Adenas vale que B(v) NC # {2,3} para cualquier ve V \ {2}.
Se puede ve@tilmente que esta condai se verifica para cada nodo del grafo en el
ejemplo 1, con lo cual C es uncodigo de identificadn.

2. Preliminares

En lo que sigue vamos a trabajar aeobddigos de identificadin sobre una clase
particular de grafos que son loglos de n @rtices los cuales denotamos pGy. En
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esta sec@in nos ocuparemos de definir algunos conceptos qéa sk utilidad para
obtener nuevos resultados acercar @®digos de identificabin sobreC,, y vamos a
enumerar los resultados obtenidos hasta el momento ernpestetgrafos.

Es facil ver que sh < 2r + 1 entonces no existe urcddigo de identificadéinposible
enGC,.

Observacbn 1. Sear>1, n>4r+1, ne Ny C un r-@digo de identificadin de
C,=1{0,1,...,n—1}. Paratodo ic {0,1,2,...,n— 1} tenemos que Bi)AB; (i + 1) =
{i—r,i+14r}. Luego uno de losértices i—r 0 i+ 1+r debe pertenecer a C. &
ain, sii j son \ertices de Gtales que =i+t conl<t < 2r, entonces se tiene que
{i—rj—r=2i+r+21j+r}CB(i)AB(j).

Esta observadin motiva la siguiente definion:

Definicion 1. Sea ne N y r > 1. Denotamos con §r) al grafo cuyo conjunto de

vértices e<Z, y el conjunto de aristas estdado por E= {(i—r,i+1+r):i€Zp}
donde las sumas indicadas sodaulo n.

Luego todor-codigo de identificadin deC,,, debe cubrir todas las aristas(dgg,r),
o0 equivalentemente todecodigo de identificadin deC, es un transversal d?;f{n’r).

Por lo tanto el rmimo cardinal de un transversal %J) es una cota inferior de
M (Cy).

Ademas sia=mcd2r+1,n)y n' =12, Cg*m) consiste en la udn disjunta dea
ciclos den’ vértices.

Siguiendo la notaéin dada, los resultados obtenidos por S. Gravier et al. esg[1]
resumen en el siguiente Teorema.

Teoremal. 1. m(Cy) = g paratodor>1yn>2r-+4, npar.
M (Cyry2) = 2r +1 para todo r> 1.
m(Cs) = 3.
my(Cn) = %L + 1 para todo n> 7, n impar.
m (Cars3) = | 4| paratodo r> 1.
m(Cn) = %“rr paratodor>1,n>2r+3talque mecd2r+1,n)=2r+1yn
impar.
7. m(Cy) =med2r +1,n) [WMW paratodo r> 1, n> 3r+2, nimpar tal que
mecd2r +1,n) # 1.
8. m(Cn) =mcd2r +1,n) {mw para todo r> 1, n impar tal quedr +2 <
n<4r+1.
9. m(©Cy) = %1 para todo r> 1y nimpar tal quedr +5<n<8r+1y mcd2r+
1n) =1
10. m(Cyry3) = 2r +3.
11. %+w <m(Cp) < %L 4 rparatodor>1,n>2r+3ynimpar.

oOhrwN

De acuerdo a los resultados conseguidos en [1] se obsena apagor incertidum-
bre yace en los casos en qued2r +1,n) = 1 y n es impar (apartado 11), para los
cuales se sabe que las cotas superiores difieren de lagiageeir.
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Los autores en [1] se preguntaracitios nodos es necesario agregar a un transversal

del grafoCZkn ) para conseguir un-cbdigo de identificadin.
En este trabajo continuamos con el estudio dedc@digos de identificadin sobre
ciclosC,, con el objetivo de dar respuesta a la pregunta abierta deaSieGet al. en

1.

3. r-codigo de identificacbn en ciclos den nodos

A continuacén estudiaremos lascodigos de identificaéin enC, cuandon es im-
par ymcd2r +1,n) = 1. Vamos a separar el alfsis en los siguientes casos:

s Casolin=(2r+1)k+1, k>4.
Observemos que Bi= (2r +1)k+1ynimpar entoncekes par. Sk=2,n=4r+3
y para este caso se conaog(Cy3) = 2r + 3 (ver Teorema 1 item 10). Luego en
este trabajo consideramé&s> 4, de donde resulta > 8r + 3, que es uno de los
casos que todaa no se ha resuelto en su totalidad.

= Caso2:n=(2r+21)k+r.
Observemos que sies impar entoncesy k deben tener distinta paridad.

Ya hemos mencionado qwcg‘n’r)) = Zn, mas din como los casos que considera-
mos cumplen la condién mcd(n,r) = 1 podemos describir el ciclb;‘n’r) desde 0 como
sigue

Chn=1{0(2r+1):£=0,1,...,(2r+ 1)k}.

A continuacén seal C Z, un transversal sob@f‘n ) due se define de la siguiente
manera:

T={¢2r+1):¢par, £=0,1,...,(2r +1)k}.

Observemos que ldmicos \ertices consecutivos @fn r que pertenecen & son
Oyn—2r—1.
Los resultados obtenidos con respecto a los casos meno®sad los siguientes.

Teorema 2. Sea G un ciclo con n= (2r + 1)k+ 1, k> 4y nimpary
T={¢2r+1):¢par, {=0,1,...,(2r + 1)k} .

Sig=r+1+(i—1)(2r+1) coni=1,...,k entonces C= (T\ {a :ipar})U
{g :iimpar}, es un r-@digo de identificadin de G. Mas din, m(Cp) = %1 + 1

Demostraddbn. De acuerdo a lo observado en el Caso 1 resutiar,k > 4.
SiT={{(2r+1):¢par, £=0,1,...,(2r + 1)k} entonces valgT | = (2r + 1)& + 1.
LlamamosS = B, (a) coni =1,...,k.

Kk
Veamos qud = LZJ S; | u{0}.
j=1

Ver Figura 1 como ejemplo ilustrativo.
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=(2r+ 1)% +1, luego para probar la igualdad, mos-

k
Es claro qu%( LZJ SZJ') u{0}
=1

k
traremos qud C (6 SZJ') uU{0}.
=1

Para ello, comenzaremos probando ques$; entonces¢ T. O equivalentemente,
sil<i<2r+1,a'(2r+1)=i(modn)cona’ impar, 0< a' < (2r +1)k.

Estalltima equivalencia se puede comprobacifmente tomandar’ = (2r+1-
i)k+1.

De esta manera resulBNT = 0. Luego, de acuerdo a la defirbaideT, S, C T.
Aplicando iterativamente este razonamineto, queda peolzaigualdad.

Observemos qué no es urr-codigo de identificaéin deC, pues el erticer + 1
no esé cubierto. Mostraremos a continu@geigue no es posible encontiaj € Zj, tal
queT =T\ {i}U{]} sea un transversal, cubra todos lésticas deC, y ‘T" =T|.

Seai€T.

Supongamob+# 0,i # (k—1)(2r+1)+1.T \ {i} no cubre las aristas,i + 2r + 1),
(i—2r—1,i)porquei —2r—1¢Tyi+2r+1¢ T, luego no es posible encontrpe Z,
que cumpla con las condiciones impuestas.

Ahora supongamds= 0. Sabemos quk—1)(2r+1)+ 1< T es consecutivo a0 en
Clortikrir): Ahora bien,T \ {0} no cubre a la aristéD, 2r + 1), entonceg = 2r + 1.

Luego,B, (r)NT = 0, es decir no es& cubierto.

Idéntico razonamiento se aplicaa (k—1)(2r+1) + 1.

SiendoC unr-codigo de identificad@n deC 1)1, hemos demostrado entonces
quelC| > |T|+1.

Veamos 6mo construiC a partir del transversdl.

Definimos:

C=(T\{a:ipar})U{a :iimpar}.

A modo de ilustradn, ver Figura 2.

Probaremos que es unr-codigo de identificadn.

Es facil ver queC es un transversal c(q*(
deCor41)k+1 €SBNT-separados.

Observemos qu§ NC # 0 paratodd parySNC={(r+1)+(—1)(2r+1)}
para todd impar. Luego, todos losértices deC,,, 1)k 1 €Stnr-cubiertosporC.

Por lo tanto, podemos concluir g@ees unr-codigo de identificaciny |C| = |T|+
I=(52r+1)+1)+1="0 41, O

2 1)kiLr)” Por lo tanto, todos losértices

Teorema 3. Sean G un ciclo con n= (2r + 1)k+r, r pary
T={¢2r+1):¢par, {=0,...,(2r+1)k+r—1}.

Entonces, T es un rédigo de identificadin. Mas ain, m(Cy) = %1

Demostraddn. SeaT de acuerdo al enunciado. Por defibiti T es un transversal de

Ch ..
(n,r)
Comon = (2r + 1)k+r es impar yr par, luegdk es impar.
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0
E(2r+1 ° 1
r+1
(k=1)(2r+1)+1 2r+ 1
S
2r+2
Sk-1 Sy 3r+2
4r 42

Ss

Figural.V (C?k(2r+1)+1,r))’ donde los nodos pintados en negro representan los elementos del

transversall. Como se puede observdr,est formado por el 0 y la udn de los conjunto§
coni=1,....k ipar.

Sean, para=1,...,k,§ ={(i—1)(2r+1),...,i(2r+1) — 1} y Rel conjunto dado
por {k(2r+1),....k(2r +1) +r —1}. Es facil ver queZ, = U ; SUR.

Veamos que todos lo$ttices deC, estinr-cubiertos.

Dado que G= T, los \ertices erR esénr-cubiertos.

Veamos que € T, basta con observar que= (2rk+r)(2r +1)(mod n.

Ahora bien, por definién deT podemos concluir que+ (2r + 1)l € T conl pary
0<I<k-1;ycomo vale qud (r+ (2r +1)i) = S;1 cuando 0< | <k— 1 entonces
los vertices pertenecientessaconi = 1,. ..,k conk impar eshnr-cubiertos.

Para terminar la prueba observemos @ue 1)(2r + 1) € T cuandoi = 1,...,k
ei es impar. Aderas 3 = (2k(r —1) +r)(2r +1)(mod n y sigue que B¢ T. Esto
implica que 3+ ¢(2r + 1) € T para/ par. Sigue que losértices er5 coni par esan
r-cubiertos. O

Teorema 4. Sean G un ciclo con n= (2r + 1)k+-r, r impar y
T={l2r+1):¢par, {=0,...,(2r+1)k+r—1}.
Entonces, T es un rédigo de identificadin. Mas &ain, m(Cy) = %1

Demostraddn. Seal como en el enunciado. Resulfaun transversal d€;; ;.
Observemos que como= (2r + 1)k-+r y r son impares, luegkes par.
Sear§ ={(i—1)(2r+1),....i(2r+1)—1} parai=1,... . kyR={k(2r+1),...,k(2r+
1) +r — 1}. Es facil ver queZn = U1 SUR.
Veamos que en este caso taarbiodos los &rtices deC, esn cubiertos.
Dado que G= T, los \ertices erR esénr-cubiertos.
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0
e

(k=1)(2r+1)+1 2r+ 1

2r+2

Sk-1 Sy 3r+2

Ss

Figura 2.V (Cy(2r11)+1), donde los nodos pintados en negro representan los elementosiigel ¢
C.

4r +2

Ya sabemos que = (2rk+r)(2r + 1)(mod ) y comor es impar resulta ¢ T.
Luegor+(2r+1)=3r+1€eT.

Sigue que3r+1)+¢(2r+1) € T conl pary 0< ¢ <k—1y los \ertices erf§ con
i par eshnr-cubiertos.

Para terminar la pruebd/(2r+1),...,r+£4(2r+1): ¢ par, 0< ¢ <k—1} esén
r-cubiertos por @rtices deT .

Entonces aver+2-+/¢(2r+1) € T con/ pary 0< ¢ < k— 1. Para esto basta con
chequear que+2 = (3k+2)(2r +1)(mod K2r +1) +r) y que X+ 2 es par. O

4. Conclusiones

En [1] se obtuvo la estimain "5 + w <m(Cp) < L 4r. Eneste
trabajo hemos podido determinar una familia de gré&igs 1), cuandok y r tienen
diferente paridad, para los cuales se consigue la cotaanféambin analizamos a los
grafosCyzr+1)+1 para los cuales el valor delimimo codigo de identificadin coincide
con la cota superior dada solo en el caso enrgu€l, para los restantes valoresde
la cota resuft poco ajustada. Estos resultados nos motivan paraaésasrposterior de
otros casos quaun no han sido determinados y de otras familias de grafodedes
muy importante la aplicabilidad de esta linea de invesiac
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